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Àííîòàöèÿ

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ ñ ñîõðàíåíèåì

äèàãðàììû. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäàíû äèàãðàììà D íåêîòîðîé λ-

îäíîðîäíîé ìîäåëè è ñåìåéñòâî S òàêèõ D-òèïîâ, ÷òî îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ êàæäîãî èç íèõ èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå λ è ñîäåðæèòñÿ â

D-ìíîæåñòâå B, òî ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå V èñõîäíîé

ìîäåëè V0 òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC, â êîòîðîì êàæäûé òèï èç S ðàñøèðÿ-

åòñÿ äî D-òèïà íàä B, ïðè÷åì, åñëè λ = k+, òî â ìîäåëè V ñîõðàíÿþòñÿ

âñå êàðäèíàëû ìîäåëè V0, íå ïðåâîñõîäÿùèå λ. Óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ â ìîäåëè V ñîõðàíÿþòñÿ âñå êàðäèíàëû ìîäåëè V0.
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Abstra
t

The possibility of extending D-types while preserving the diagram is being

studied. It is proved that if a diagram D of some λ-homogeneous model

and a family S of D-types su
h that the domain of ea
h of them has the


ardinality less than λ and is 
ontained in a D-set B are given, then there

exists a generi
 extension V of the original model V0 of the set theory ZFC in

whi
h every type from S extends to a D-type over B, and if λ = k+ then in

the model V all 
ardinals of the model V0 not greater than λ are preserved.

Conditions under whi
h all 
ardinals of the model V0 are preserved in the

model V are spe
i�ed.
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Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè îäíîðîäíûõ ìîäåëåé ñ �èêñèðîâàííîé äèàãðàììîéD îä-

íèì èç îñíîâíûõ ïðåïÿòñòâèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ ñ ñî-

õðàíåíèåì äèàãðàììû. Èíîãäà ýòî ïðåïÿòñòâèå óäàåòñÿ îáîéòè, íî èíîãäà

âîçìîæíîñòü óêàçàííîãî ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ (èëè ÷òî-òî ýêâèâàëåíòíîå

ýòîìó) ïðèõîäèòñÿ �îðìóëèðîâàòü êàê äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Íàïðè-

ìåð, òàêîãî ðîäà óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå àâòîðà [1℄.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðîå "îòíîñèòåëüíîå" ðåøåíèå óïî-

ìÿíóòîé çàäà÷è. Ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè D � äèàãðàììà λ-îäíîðîäíîé ìî-

äåëè, à S � ñåìåéñòâî D-òèïîâ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå λ è ñîäåðæèòñÿ â D-ìíîæåñòâå B, òî ñóùåñòâóåò
ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC, â êîòî-

ðîì êàæäûé òèï èç S ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B. Êðîìå òîãî, åñëè

λ = k+
, òî â ýòîì ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè ñîõðàíÿþòñÿ âñå êàðäèíà-

ëû èñõîäíîé ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC, íå ïðåâîñõîäÿùèå λ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC íå äîêàçóåìî, ÷òî ñóùåñòâóþò äèà-

ãðàììà D ω-îäíîðîäíîé ìîäåëè, D-ìíîæåñòâà A ⊆ B, ãäå |A| < ω, è
D-òèï p íàä A, êîòîðûé íå ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B. Êðîìå òîãî,
ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâà-

íèþ (D, λ)-îäíîðîäíûõ ìîäåëåé äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ λ. Ýòî áóäåò

ñäåëàíî â � 2. Â � 1 ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàëüíåéøåì T � ïîëíàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íóþ ìîäåëü. Ïóñòü

C � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü òåîðèè T . Ìîäåëè òåîðèè

T (è èõ ïîäìíîæåñòâà, ýëåìåíòû), ñ êîòîðûìè ìû áóäåì èìåòü äåëî, áó-

äóò ýëåìåíòàðíûìè ïîäìîäåëÿìè (ïîäìíîæåñòâàìè, ýëåìåíòàìè) ìîäåëè

C. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç |A|.
Îðäèíàëû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç α, β, γ, i, j, n, à áåñêîíå÷íûå êàðäè-

íàëû � ÷åðåç κ, λ, µ, ν. Ïåðâûé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

÷åðåç ω. ×åðåç λ+
îáîçíà÷àåì ïåðâûé êàðäèíàë, êîòîðûé áîëüøå λ. Ìíî-

æåñòâà ìîùíîñòè ìåíüøå λ íàçîâåì λ-ìàëûìè.
Êàê â [2℄, D(A) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ íàä ∅, êîòîðûå

ðåàëèçóþòñÿ (â íåêîòîðîé ìîäåëè, ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâî A) êîíå÷íûìè
êîðòåæàìè ýëåìåíòîâ èç A. ×åðåç D áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî âèäà

D(M) äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè M . Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ â [2℄ êîíå÷íîé

äèàãðàììîé, íî ìû äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî äèàãðàììîé.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ D-ìíîæåñòâîì, åñëè D(A) ⊆ D. Ìîäåëü N
íàçûâàåòñÿ D-ìîäåëüþ, åñëè D(N) = D.

"Òèï íàä A" áóäåò îçíà÷àòü "ïîëíûé n-òèï íàä A" , ò.å. ìàêñèìàëüíîå
ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî �îðìóë ñ n ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x̄ è ñ ïàðà-

ìåòðàìè èç A. ×åðåç tp(ā/A) îáîçíà÷èì òèï íàä A, ðåàëèçóåìûé êîðòåæîì
ā. Äëÿ òèïà p íàä A íàçîâåì A îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òèïà p è ïèøåì

domp = A.
Òèï p íàä A íàçûâàåòñÿ D-òèïîì (íàä A), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî (ýêâè-

âàëåíòíî, ëþáîãî) êîðòåæà ā, ðåàëèçóþùåãî p, ìíîæåñòâî A ∪ ā ÿâëÿåòñÿ

D-ìíîæåñòâîì. Ìíîæåñòâî âñåõ D-òèïîâ íàä A îáîçíà÷èì ÷åðåç SD(A).

Ëåììà 1.0. (1) Îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé öåïèD-ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

D-ìíîæåñòâîì.

(2) Îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé öåïè D-òèïîâ ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. (1) Ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ λ-îäíîðîäíîé, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî A ⊆ M ìîùíîñòè |A| < λ è ëþáîãî a ∈ M êàæäîå ýëåìåíòàðíîå

îòîáðàæåíèå èç A â M ïðîäîëæàåòñÿ äî ýëåìåíòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ èç

A ∪ {a} â M .

(2) Ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ (D, λ)-îäíîðîäíîé, åñëè D(M) = D è M ÿâ-

ëÿåòñÿ λ-îäíîðîäíîé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Êåéñëåðà è Ìîðëè [3℄.

Ëåììà 1.1. Åñëè M � (D, λ)-îäíîðîäíàÿ ìîäåëü è A ⊆ B � òàêèå D-

ìíîæåñòâà, ÷òî |A| < λ è |B| ≤ λ, òî ëþáîå ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå èç
A â M ïðîäîëæàåòñÿ äî ýëåìåíòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ èç B â M .
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Èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.2.ÌîäåëüM ÿâëÿåòñÿ (D, λ)-îäíîðîäíîé, åñëè è òîëüêî åñëè
D(M) = D è äëÿ ëþáîãî A ⊆ M ìîùíîñòè |A| < λ êàæäûé D-òèï íàä A
ðåàëèçóåòñÿ â M .

Äëÿ òèïà p íàä A è ýëåìåíòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → C ïóñòü

f(p) = {ϕ(x, f(ā)) : ϕ(x, ā) ∈ p}.

Ëåììà 1.3. Äëÿ ëþáîãî D-òèïà p íàä A è ýëåìåíòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : A → C ìíîæåñòâî f(p) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì íàä f(A).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä âûíóæäåíèÿ [4℄ è, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèÿ

ïëîòíîãî ìíîæåñòâà è ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü (P,≤) � ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, F � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî D ⊆ P
íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ P íàéäåòñÿ q ∈ D òàêîå, ÷òî

q ≤ p. Ìíîæåñòâî G ⊆ P íàçûâàåòñÿ F -ãåíåðè÷åñêèì, åñëè
(i) p ∈ G è p ≤ q âëå÷åò q ∈ G;
(ii) äëÿ ëþáûõ p, q ∈ G íàéäåòñÿ r ∈ G òàêîå, ÷òî r ≤ p è r ≤ q;
(iii) G ∩D 6= ∅ äëÿ êàæäîãî ïëîòíîãî D ⊆ P òàêîãî, ÷òî D ∈ F .
Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà áóäåò ïîñòðîåíî

íóæíîå íàì ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ.

À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàðäèíàëû èñõîäíîé ìîäåëè ñîõðàíÿþòñÿ

â ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü µ � íåñ÷åòíûé êàðäèíàë. �îâîðÿò, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî (P,≤) óäîâëåòâîðÿåò µ-óñëîâèþ àíòèöåïåé, åñëè ëþáàÿ àíòè-

öåïü A ⊆ P èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå µ.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤) íàçûâàåòñÿ κ-çàìêíóòûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî γ ≤ κ è ëþáûõ pα ∈ P , α < γ, òàêèõ, ÷òî pβ ≤ pα äëÿ

âñåõ α < β < γ, íàéäåòñÿ òàêîå p ∈ P , ÷òî p ≤ pα äëÿ âñåõ α < γ.

� 2. �åçóëüòàòû

Îïðåäåëåíèå. (1) �îâîðèì, ÷òî äëÿ òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ λ-óñëîâèå
ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ, åñëè äëÿ ëþáûõ D-ìíîæåñòâ A è B òàêèõ, ÷òî A ⊆
B è |A| < λ, ëþáîé D-òèï íàä A ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B.

(2) �îâîðèì, ÷òî äëÿ òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàñøèðåíèÿ D-

òèïîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî λ äëÿ òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ λ-óñëîâèå ðàñøèðå-
íèÿ D-òèïîâ.

Òåîðåìà 2.1. (1) Åñëè äëÿ òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ λ-óñëîâèå ðàñøèðå-
íèÿ D-òèïîâ,òî T èìååò (D, λ)-îäíîðîäíóþ ìîäåëü.
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(2) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) äëÿ òåîðèè T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ;

(ii) äëÿ ëþáîãî λ òåîðèÿ T èìååò (D, λ)-îäíîðîäíóþ ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ T âûïîëíÿåòñÿ λ-óñëîâèå ðàñ-
øèðåíèÿ D-òèïîâ. ×òîáû ïîñòðîèòü (D, λ)-îäíîðîäíóþ ìîäåëü òåîðèè T ,
èíäóêöèåé ïî α < λ+

îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ öåïü D-ìíîæåñòâ {Mα :
α < λ+} ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â êà÷åñòâå M0 âîçüìåì D-ìîäåëü òåîðèè T .
Ïîëàãàåì Mδ =

⋃

α<δ Mα äëÿ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ δ ≤ λ+
. Òîãäà

Mδ, áóäó÷è îáúåäèíåíèåì öåïè D-ìíîæåñòâ, òîæå áóäåò D-ìíîæåñòâîì ïî

ëåììå 1.0(1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mα óæå îïðåäåëåíî, è îïðåäåëèì Mα+1. Ïóñòü {pαi :
i < µα} � ìíîæåñòâî âñåõ D-òèïîâ íàä λ-ìàëûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæå-
ñòâà Mα. Èíäóêöèåé ïî i < µα ïîñòðîèì âîçðàñòàþùóþ öåïü D-ìíîæåñòâ

{Mα,i : i < µα} ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëàãàåì Mα,0 = Mα è Mα,j =
⋃

i<j Mα,i äëÿ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ

j ≤ µα. Òîãäà Mα,j, áóäó÷è îáúåäèíåíèåì öåïè D-ìíîæåñòâ, òîæå áóäåò

D-ìíîæåñòâîì ïî ëåììå 1.0(1). Äîïóñòèì, ÷òî Mα,i îïðåäåëåíî. Â ñèëó

λ-óñëîâèÿ ðàñøèðåíèÿ D-òèïîâ, pαi ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà qαi íàä Mα,i.

Ïóñòü ýëåìåíò aαi ðåàëèçóåò qαi . Ïîëàãàåì Mα,i+1 = Mα,i ∪ {aαi }. Òîãäà
Mα,i+1 áóäåò D-ìíîæåñòâîì.

Ïîëàãàåì Mα+1 = Mα,µα
è M = Mλ+

.

Ïîêàæåì, ÷òî M ≺ C è ïîòîìó M � T . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òåñò

Òàðñêîãî�Âîîòà. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �îðìóëó ϕ(x, ȳ) ÿçûêà òåîðèè
T è ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � ∃xϕ(x, ā), ãäå ā ∈ M . Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

C � ϕ(b, ā) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ M .

Òàê êàê ā � êîíå÷íîå D-ìíîæåñòâî, à M0 ÿâëÿåòñÿ D-ìîäåëüþ, òî ñó-

ùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå f : ā → M0. Òîãäà M0 � ∃xϕ(x, f(ā)),
ïîýòîìó M0 � ϕ(c, f(ā)) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ M0. Òàê êàê òèï q = tp(c/f(ā))
ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì, òî ïî ëåììå 1.3 òèï p = f−1(q) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì íàä

ā. Èìååì ā ∈ Mα è p = pαi äëÿ íåêîòîðûõ α < λ+
è i < µα. Ïî ïîñòðî-

åíèþ ýëåìåíò aαi ðåàëèçóåò qαi è p = pαi ⊆ qαi . Òàê êàê ϕ(x, f(ā)) ∈ q, òî
ϕ(x, ā) ∈ f−1(q) = p. Ñëåäîâàòåëüíî, C � ϕ(aαi , ā), ãäå a

α
i ∈ M .

Èòàê, M ÿâëÿåòñÿ D-ìîäåëüþ òåîðèè T . Ïîêàæåì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ λ-
îäíîðîäíîé. �àññìîòðèì D-òèï p íàä B ⊆ M , ãäå |B| < λ. Òîãäà B ⊆ Mα

äëÿ íåêîòîðîãî α < λ+
è ïî ïîñòðîåíèþ òèï p ðåàëèçóåòñÿ â M . Îñòàåòñÿ

ïðèìåíèòü ëåììó 1.2.

(2) Èìïëèêàöèÿ (i)⇒(ii) ñëåäóåò èç (1). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (ii)⇒(i).

Ïóñòü A è B � D-ìíîæåñòâà, A ⊆ B, p � D-òèï íàä A. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî
p ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B.
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Â ñèëó (ii) òåîðèÿ T èìååò (D, |B|+)-îäíîðîäíóþ ìîäåëü N . Ïî ëåì-

ìå 1.1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå f : B → N . Ïî ëåììå 1.3

f(p) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì, ïîýòîìó ïî ëåììå 1.2 f(p) ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì

ýëåìåíòîì a ∈ N . Òèï q = tp(a/f(B)) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì, ïîñêîëüêó ðå-

àëèçóåòñÿ â D-ìîäåëè. Òàê êàê f(p) ⊆ q, òî p ⊆ f−1(q). È ïî ëåììå 1.3

f−1(q) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì íàä B. �

Òåîðåìà 2.2. Â ñ÷åòíîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëè V0 òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC

ïóñòü D � äèàãðàììà λ-îäíîðîäíîé ìîäåëè, è ïóñòü S � ñåìåéñòâî D-òèïîâ,

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå λ è

ñîäåðæèòñÿ â D-ìíîæåñòâå B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå
V ìîäåëè V0, â êîòîðîì êàæäûé òèï èç S ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B,
ïðè÷åì, åñëè λ = k+

, òî â ìîäåëè V ñîõðàíÿþòñÿ âñå êàðäèíàëû ìîäåëè V0,

íå ïðåâîñõîäÿùèå λ. Êðîìå òîãî, åñëè â ìîäåëè V0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå

(0) |L|+ |S| < λ = k+ = 2k, |B| ≤ λ,

òî âñå êàðäèíàëû ìîäåëè V0 ñîõðàíÿþòñÿ â ìîäåëè V .

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

P =
∏

p∈S

Qp,

ãäå

Qp = {q ∈ SD(C) : C ⊆ B, |C| < λ, p ⊆ q}.

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà P ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè

f : S →
⋃

p∈S

Qp

òàêèå, ÷òî f(p) ∈ Qp äëÿ ëþáîãî p ∈ S. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷èì P , ïîëàãàÿ

f ≤ g ⇔ (∀p ∈ S)[g(p) ⊆ f(p)].

Ïóñòü G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ V0-ãåíåðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, V = V0[G] � ñî-

îòâåòñòâóþùåå ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ìîäåëè V0.

Äëÿ p ∈ S ïóñòü

Gp = {f(p) : f ∈ G}, p∗ =
⋃

Gp.

Åñëè f ∈ G ⊆ P , òî f(p) ∈ Qp è ïîòîìó p ⊆ f(p). Ñëåäîâàòåëüíî, p ⊆ p∗.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî p∗ ∈ SD(B).
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(1) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî C ⊆ B ñóùåñòâóåò òèï q ∈ SD(C) òàêîé, ÷òî
q ⊆ p∗.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C ⊆ B êîíå÷íî è

EC = {f ∈ P : C ⊆ domf(p)}.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî EC ïëîòíî. Ïóñòü f0 ∈ P è C0 = domf0(p). Òîãäà
|C0| < λ. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò (D, λ)-îäíîðîäíàÿ ìîäåëü M . Òàê êàê

C ∪ C0 ⊆ B, òî C ∪ C0 ÿâëÿåòñÿ D-ìíîæåñòâîì. Òàê êàê |C0| < λ è C
êîíå÷íî, òî |C ∪ C0| < λ. Ïî ëåììå 1.1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå îòîáðà-

æåíèå γ : C ∪ C0 → M . Ïî ëåììå 1.3 γ(f0(p)) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì. Òîãäà

ïî ëåììå 1.2 íàéäåòñÿ êîðòåæ ā ∈ M , ðåàëèçóþùèé òèï γ(f0(p)). Ïóñòü
q1 = tp(ā/γ(C ∪ C0)). Òèï q1 ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì, ïîñêîëüêó ðåàëèçóåòñÿ â

D-ìîäåëè. Îïðåäåëèì �óíêöèþ f1 : S →
⋃

p∈S Qp, ïîëàãàÿ f1(p) = γ−1(q1)
è f1(r) = f0(r) äëÿ ëþáîãî r ∈ S \ {p}. Òîãäà f1 ≤ f0 è f1 ∈ EC , ÷òî

äîêàçûâàåò ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà EC .

Â ñèëó ïëîòíîñòè EC è ãåíåðè÷íîñòè G ñóùåñòâóåò g ∈ G ∩ EC . Òîãäà

g(p) ⊆ p∗ è g(p) ∈ SD(C
′) äëÿ íåêîòîðîãî C ′ ⊇ C, îòêóäà ñëåäóåò (1).

(2) Åñëè ϕ(x̄, b̄) ∈ p∗, òî b̄ ∈ B.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(x̄, b̄) ∈ p∗ =
⋃

Gp, òî ñóùåñòâóåò f ∈ G ⊆ P òà-

êîå, ÷òî ϕ(x̄, b̄) ∈ f(p). Íî f(p) ∈ Qp è ïîòîìó f(p) ∈ SD(C) äëÿ íåêîòîðîãî
C ⊆ B.

(3) Äëÿ ëþáîé �îðìóëû ϕ ñ òåìè æå ïåðåìåííûìè, ÷òî è �îðìóëû èç

p∗, è ñ ïàðàìåòðàìè èç B èìååì ϕ ∈ p∗ èëè ¬ϕ ∈ p∗.

Ýòî ñëåäóåò èç (1).

(4) p∗ � ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî �îðìóë.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p∗ íåñîâìåñòíî, òî äëÿ íåêîòîðîãî n < ω íàéäóòñÿ

fi ∈ G è �îðìóëû ϕi ∈ fi(p), i < n, òàêèå, ÷òî èõ êîíúþíêöèÿ

∧

i<n ϕi

íåñîâìåñòíà. Â ñèëó ãåíåðè÷íîñòè G ñóùåñòâóåò f ∗ ∈ G òàêîå, ÷òî f ∗ ≤ fi
äëÿ ëþáîãî i < n. Òîãäà ϕi ∈ fi(p) ⊆ f ∗(p) äëÿ ëþáîãî i < n è ïîòîìó

∧

i<n ϕi ∈ f ∗(p), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîâìåñòíî
òè f ∗(p).

Èç (2)�(4) ñëåäóåò, ÷òî p∗ ∈ SD(B).
Ìû äîêàçàëè, ÷òî â ìîäåëè V êàæäûé òèï èç S ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà

íàä B.
Äîêàæåì, ÷òî êàæäûé êàðäèíàë µ ìîäåëè V0 òàêîé, ÷òî µ ≤ λ, ñîõðà-

íÿåòñÿ â ìîäåëè V . Äëÿ ýòîãî â ñèëó [4, ïðåäëîæåíèå 3.11℄ è [4, ñëåäñòâèå

3.13℄ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤)
ÿâëÿåòñÿ k-çàìêíóòûì.
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Ïóñòü fα ∈ P , α < γ ≤ k, ãäå fβ ≤ fα äëÿ ëþáûõ α < β < γ. Òîãäà
fα(p) ⊆ fβ(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ S è ëþáûõ α < β < γ. Òàê êàê fα(p) ∈ Qp

äëÿ âñåõ α < γ, òî

à) ïî ëåììå 1.0(1)

⋃

α<γ fα(p) ÿâëÿåòñÿ D-òèïîì;

b) |dom(
⋃

α<γ fα(p))| ≤ k · |γ| ≤ k · k = k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

⋃

α<γ

fα(p) ∈ Qp

äëÿ ëþáîãî p ∈ S. Ïîëàãàÿ

f(p) =
⋃

α<γ

fα(p)

äëÿ âñåõ p ∈ S, ìû ïîëó÷àåì �óíêöèþ f ∈ P òàêóþ, ÷òî f ≤ fα äëÿ âñåõ

α < γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤) ÿâëÿåòñÿ
k-çàìêíóòûì.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0), è äîêàæåì, ÷òî

|P | ≤ 2k. Òîãäà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤) áóäåò óäîâëå-

òâîðÿòü (2k)+-óñëîâèþ àíòèöåïåé, îòêóäà â ñèëó [4, òåîðåìà 3.4℄ ëþáîé

êàðäèíàë µ ìîäåëè V0 òàêîé, ÷òî µ > 2k = k+
, ñîõðàíÿåòñÿ â ìîäåëè V .

Â ñèëó (0) èìååì |S| ≤ k, ïîýòîìó

|P | =
∣

∣

∣

∏

p∈S

Qp

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

⋃

p∈S

Qp

∣

∣

∣

|S|

≤
∣

∣

∣

⋃

p∈S

Qp

∣

∣

∣

k

.

Äàëåå,

Qp ⊆ {SD(C) : C ⊆ B, |C| ≤ k}

è åñëè |C| ≤ k, òî
|SD(C)| ≤ 2k+|L| = 2k.

Ïîýòîìó

|Qp| ≤ 2k · |B|k ≤ 2k · (2k)k = 2k · 2k = 2k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∣

∣

∣

⋃

p∈S

Qp

∣

∣

∣
≤ 2k · |S| ≤ 2k · k = 2k,

îòêóäà

|P | ≤
∣

∣

∣

⋃

p∈S

Qp

∣

∣

∣

k

≤ (2k)k = 2k.

�

Ñëåäñòâèå 2.3. Â òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC íå äîêàçóåìî, ÷òî ñóùåñòâóþò

äèàãðàììà D ω-îäíîðîäíîé ìîäåëè, D-ìíîæåñòâà A ⊆ B, ãäå |A| < ω, è
D-òèï p íàä A, êîòîðûé íå ðàñøèðÿåòñÿ äî D-òèïà íàä B.
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